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Общая характеристика работы

Актуальность работы. Интерес к нелинейным колебаниям решетки возрос в послед­
ние десятилетия после открытия возможности существования локализованных в простран­
стве колебаний большой амплитуды, называемых дискретными бризерами (ДБ) [1—3]. Кро­
ме того, Чечиным и Сахненко была развита теория бушей нелинейных нормальных мод [4],
которые позже в физике кристаллов были названы делокализованными нелинейными ко­
лебательными модами (ДНКМ). Установление тесной связи между ДБ и ДНКМ открыло
возможность нахождения ДБ в решетках высокой размерности. Способ построения ДБ в
квадратной скалярной решетке, основанный на симметрийно-определенных инвариантных
многообразиях, рассматривался авторами работы [5]. Такой подход к изучению ДБ может
быть распространен на двумерные и трехмерные решетки [6].

ДБ интересны в физике конденсированного состояния поскольку они осуществляют
транспорт локализованной энергии по кристаллической решетке [7]. ДБ могут облегчать
преодоление потенциальных барьеров образования или миграции дефектов кристаллической
решетки. Другим важным для физики кристаллов эффектом нелинейности является пере­
дача энергии нелинейной решетке от периодического внешнего воздействия на частоте за
пределами спектра малоамплитудных колебаний (явление супратрансмиссии). Важно, что
названные выше эффекты нелинейности являются общими и проявляются в нелинейных ре­
шетках любой размерности, хотя имеются определённые аспекты, связанные с размерностью
решетки. Это говорит о возможности изучения многих эффектов нелинейности на примере
относительно простых решеток, где физическая суть явления проявляется наиболее ярко.

Большую роль в физике конденсированного состояния и в физике нелинейных явлений
сыграли двумерные решетки. Квадратная решетка использовалась для изучения ферромаг­
нетизма [8], при изучении нелинейных возбуждений в кристалле слюды [9], нелинейной лока­
лизации энергии в фотонных кристаллах [10]. Бурлаковым с соавторами удалось возбудить
устойчивый покоящийся ДБ в квадратной нелинейной решетке [11], но попытки получения
движущихся ДБ не увенчались успехом. В работе [12] доказано существование ДБ в тре­
угольной и квадратной решетке с потенциалом Морзе. В работе [13] изучены ДБ, возникшие
в результате потери устойчивости ДНКМ в квадратной решетке, а в работе [14] ДБ на по­
верхности упорядоченного сплава.

Несмотря на имеющиеся достижения в изучении нелинейной динамики двумерных ре­
шеток остается ряд важных неизученных проблем, одной из которых является учет дально­
действия, что особенно важно для физики твердого тела. Химическая связь в металлах, а
также кулоновские взаимодействия в ионных кристаллах являются дальнодействующими,
что открывает вопрос о возможных новых эффектах в нелинейной динамике решеток, свя­
занных с дальнодействием.

С учетом вышеописанных исследований можно заключить, что изучение нелинейной
динамики квадратной решетки с учетом дальнодействия является важной и актуальной за­
дачей физики конденсированного состояния. Данная диссертационная работа направлена на
изучение ДНКМ и ДБ в квадратной решетке, где взаимодействие между частицами описы­
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вается потенциалом 𝛽-ФПУЦ (Ферми-Паста-Улама-Цингоу), и учитываются взаимодействия
вплоть до четвертого соседа.

Степень разработанности темы исследования. Несмотря на то, что было прове­
дено множество исследований, направленных на изучения нелинейной динамики решеток,
существует немало нерешённых задач в этой области, например, практически не изучен эф­
фект дальнодействующих связей между частицами на динамику ДНКМ и возможность суще­
ствования различных типов ДБ. Именно в физике кристаллов важен учет дальнодействия.
В металлах это связано с делокализацией электронов проводимости, а в ионных кристаллах
с наличием медленно затухающего с расстоянием (1/𝑟) кулоновского взаимодействия. Это
говорит о недостаточной степени разработанности темы исследования и необходимости даль­
нейшей работы в данном направлении. Эффект дальнодействия в данной работе изучается
на примере квадратной решетки с потенциалом 𝛽-ФПУЦ.

Цель работы: Разработка численных методов возбуждения стационарных и дви­
жущихся дискретных бризеров в квадратной решетке с дальнодействующим потенциалом
𝛽-ФПУЦ, получаемых путем наложения функций локализации на ДНКМ и по механизму
супратрансмиссии.

Для достижения поставленной цели сформулированы следующие задачи:
1. Вывести дисперсионные соотношения для фононных волн в квадратной решетке с

дальнодействующим потенциалом.
2. Найти новые типы стационарных и движущихся дискретных бризеров в квадрат­

ной решетке с дальнодействующим потенциалом при помощи наложения функции
локализации на ДНКМ.

3. Описать эффект супратрансмиссии в квадратной решетке от пары соседних атомов,
совершающих вынужденные колебания по гармоническому закону.

4. Описать эффект супратрансмиссии в квадратной решетке от одного плотноупако­
ванного ряда квадратной решетки, совершающего вынужденные гармонические ко­
лебания.

Научная новизна:
1. Впервые для квадратной решетки с дальнодействующими взаимодействиями анали­

тически получены дисперсионные соотношения для фононов, найдены амплитудно­
частотные характеристики и волновые векторы всех возможных 16-и ДНКМ. Пока­
зано, что 5 из 16-и ДНКМ могут иметь частоту выше фононного спектра, а именно
ДНКМ 1, 6, 7, 9 и 16, что важно для изучения ДБ в рассматриваемой решетке.

2. Впервые описаны новые стационарные ДБ на основе ДНКМ 6 и 9 квадратной ре­
шетки с дальнодействием, которые не могут существовать в решетке без учета даль­
нодействия. Получен движущийся ДБ в квадратной решетке, тем самым решена
задача Бурлакова для квадратной решетки.

3. При рассмотрении эффекта супратрансмиссии от пары колеблющихся атомов в квад­
ратной решетке впервые найдены критические частоты в зависимости от амплитуды
вынужденных колебаний, при превышении которых энергия перестает поступать в
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квадратную решетку. При частотах внешнего воздействия на частотах близких к
критическим, происходит генерация движущихся ДБ, испускаемых периодично, а
при уменьшении частоты воздействия периодичность в испускании ДБ теряется.

4. При изучении супратрансмиссии от ряда колеблющихся атомов в квадратной ре­
шетке установлено, что ДБ могут испускаться при внешнем воздействии на частоте
внутри фононного спектра близко к его верхней границе. Впервые показано, что
данный вывод справедлив и для случая квадратной решетки с дальнодействующи­
ми взаимодействиями.

Теоретическая и практическая значимость работы: Продвижение в теории со­
стоит в выводе и анализе дисперсионного соотношения и в получении аналитических выраже­
ний для амплитудно-частотных характеристик ДНКМ в рамках кубического приближения
для квадратной решетки с учетом взаимодействий до четвертого соседа включительно. Кро­
ме того, численно определены параметры периодических внешних воздействий на решетку,
при которых возбуждаются движущиеся ДБ. Показано, что частота внешнего воздействия
при этом может находиться в фононном спектре решетки, недалеко от его края. С практи­
ческой точки зрения работа важна тем, что в металлах и ионных кристаллах важен учет
дальнодействия, проведённый в данной работе. Установлено, что в решетке с дальнодействи­
ем возможны новые типы ДБ, которые не реализуются в решетке со взаимодействием только
между первыми и вторыми соседями. Более полное представление о типах ДБ, поддерживае­
мых квадратной решеткой с дальнодействием, ставит задачу поиска новых ДБ в кристаллах
с металлической и ионной связью, где учет дальнодействия может оказаться важным.

Положения, выносимые на защиту:
1. Пять из шестнадцати ДНКМ квадратной решетки 𝛽-ФПУЦ с дальнодействием могут

иметь частоту выше фононного спектра, а без учета дальнодействия - только две
ДНКМ.

2. Квадратная решетка с дальнодействием может поддерживать новые типы ДБ, кото­
рые не существуют в решетке без дальнодействующих взаимодействий.

3. Различные типы ДБ возможны в квадратной решетке с дальнодействием при усло­
вии, что жесткость связей убывает с расстоянием, как и жесткость химических свя­
зей в кристаллах.

4. В квадратной решетке движущиеся ДБ могут испускаться квази-периодически па­
рой атомов, совершающих вынужденные колебания на частоте выше фононного спек­
тра решетки.

5. В квадратной решетке с дальнодействием ДБ могут испускаться при вынужденном
внешнем воздействии на частоте внутри фононного спектра близко к его верхней
границе.

Достоверность результатов работы подтверждается корректной постановкой за­
дач исследования, использованием строгих математических методов кристаллографии при
построении ДНКМ и известных аналитических методов получения дисперсионных кривых
для малоамплитудных фононных мод. Численные результаты получены с применением вы­
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сокоточных устойчивых численных схем для интегрирования систем нелинейных уравнений
движения взаимодействующих частиц. Полученные результаты физически непротиворечивы
и, где возможно, сопоставлены с результатами других авторов.

Апробация работы: Результаты исследований были представлены на российских и
международных конференциях, таких как: «Ультрамелкозернистые и наноструктурные ма­
териалы - 2022» (г. Уфа, Республика Башкортостан, Россия, 3-7 октября 2022 ), «Современ­
ные физика, математика, цифровые и нанотехнологии в науке и образовании (ФМЦН-23)»,
посвященная 80-летию со дня рождения д.ф.-м.н., профессора Р.С. Сингатуллина (г. Уфа,
Республика Башкортостан, Россия, 18-20 апреля 2023 г.), ХIV Международная школа-конфе­
ренция студентов, аспирантов и молодых ученых «Фундаментальная математика и ее прило­
жения в естествознании», посвящённой 75 - летнему юбилею профессоров Я.Т. Султанаева
и М.Х. Харрасова (спутник Международной научной конференции «Уфимская осенняя ма­
тематическая школа-2023») (г. Уфа, Республика Башкортостан, Россия, 8 - 11 октября 2023
г.), Х Межрегиональная школа-конференция молодых ученых-физиков (г. Уфа, Республика
Башкортостан, Россия, 25 – 26 апреля 2024 г.), «Ультрамелкозернистые и наноструктурные
материалы - 2024» (г. Уфа, Республика Башкортостан, Россия, 30 сентября- 4 октября 2024).

Личный вклад автора работы: В работе над диссертацией автор самостоятельно
изучил и обобщил научную литературу по теме исследования. Вывел дисперсионные соот­
ношения для квадратной решётки с дальнодействием. Получил аналитические выражения
амплитудно-частотных характеристик ДНКМ в кубическом приближении, а также провел
численное моделирование дискретных бризеров, полученных наложением функции локали­
зации на ДНКМ. Провел численное моделирование явления супратрансмиссии в квадратной
решетке. Модифицировал программы компьютерного моделирования под свои задачи, при­
нял непосредственное участие в интерпретации и анализе полученных результатов, форму­
лировке выводов, подготовке научных статей и тезисов докладов к публикации. В работах,
опубликованных в соавторстве, соискателю принадлежат основные аналитические результа­
ты и результаты численного моделирования ДНКМ и дискретных бризеров в квадратной
решетке 𝛽-ФПУЦ.

Публикации. По материалам диссертационной работы опубликовано 6 статей , из них
5 в изданиях, входящих в базы данных Web of Science и Scopus (три статьи в журналах квар­
тиля Q1), а также тезисы 5 докладов на Международных и Всероссийских конференциях.

Финансирование работы. Работа поддержана грантами Российского научного фон­
да № 21-19-00813, 21-12-00229 и 24-11-00139.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырёх глав и за­
ключения. Полный объём диссертации составляет 101 страницу и содержит 23 рисунка и 1
таблицу. Список литературы включает 167 источников.
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Основное содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в рамках дан­
ной диссертационной работы, формулируется цель, ставятся задачи работы, представлены
научная новизна и практическая значимость работы, положения выносимые на защиту, сведе­
ния об апробации работы и публикациях в научных изданиях, изложен метод исследования.

В первой главе проведён обзор литературы по теме диссертации, описаны важные
достижения в нелинейной динамике решетки. Описано понятие ДБ, а так же два условия
необходимые для их существования, а именно - дискретность и нелинейность среды. Дис­
кретность обеспечивает ограниченность спектра малоамплитудных колебаний решетки, а
нелинейность даёт возможность частоте колебаний ДБ выйти из этого спектра. Колеблясь
на частоте вне спектра малоамплитудных колебаний, ДБ не затрачивает свою энергию на
их возбуждение и, теоретически, в отсутствии возмущений, может существовать вечно [3].

В работах Чечина и Сахненко [4] был создан теоретико-групповой подход к нахождению
точных решений динамики дискретной системы (молекулы или кристалла), которые были
названы авторами бушами нелинейных нормальных мод (БННМ). Поскольку при поиске БН­
НМ не привлекаются другие характеристики системы кроме ее симметрии, все получаемые
решения существуют для любых типов взаимодействия между частицами. В более поздних
работах, применительно к решеткам, БННМ именовались ДНКМ [7]. Заметим, что делока­
лизованные колебания нелинейных решеток изучены гораздо меньше, чем ДБ.

Обсуждается необходимость изучения эффекта дальнодействия применительно к кри­
сталлическим решеткам. В кристаллах атомы взаимодействуют не только с ближайшими, но
и с более удаленными соседями, особенно в металлах, где дальнодействие обусловлено дело­
кализацией валентных электронов, а также в ионных кристаллах, где действуют медленно
затухающие с расстоянием кулоновские силы. В подавляющем числе работ по нелинейной
динамике решеток рассматривались только ближайшие взаимодействия, однако в ряде ра­
бот, анализируемых в обзоре, были изучены эффекты дальнодействия и показано их влияние
на транспорт тепла и возможность повышения подвижности ДБ.

Описан эффект супратрансмиссии - возможность передачи энергии решетке от внешне­
го воздействия на частотах за пределами фононного диапазона частот. Рассматривая нели­
нейные цепочки, физики обнаружили возможность такой передачи энергии и назвали это
явление супратрансмиссией [15]. Установлено, что (i) супратрансмиссия может наблюдаться
только при амплитудах колебаний, превышающих пороговое значение, (ii) в начале процесса
передачи энергии её носителями являются ДБ, а затем могут быть активированы другие
нелинейные возбуждения.

Далее представлены 16 однокомпонентных ДНКМ для квадратной решетки (см. рису­
нок 1), которые рассматриваются и анализируются в последующих главах.

Завершается первая глава математическим описанием исследуемой модели. В работе
рассматривается квадратная решетка (см. рисунок 2) в которой учитывается связь каждой
частицы с четырьмя ближайшими частицами, то есть, учитываются дальнодействующие
силы. Расстояние между ближайшими узлами решетки равно ℎ. Приняв базисные векторы
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Рисунок 1 — Шестнадцать однокомпонентных ДНКМ квадратной решетки [16]. Показаны
вектора начальных смещений частиц, приводящих, при нулевых начальных скоростях, к

возбуждению ДНКМ. Трансляционные ячейки паттернов смещений выделены оранжевым
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Рисунок 2 — Узлы квадратной решетки с шагом ℎ, пронумерованные индексами 𝑖,𝑗.
Рассмотрены взаимодействия вплоть до четвертого соседа. Показана нумерация связей

решетки в виде 𝑒1 = (ℎ, 0) и 𝑒2 = (0, ℎ), радиус-векторы точек решетки на плоскости 𝑥𝑦

определяются по формуле
𝜉𝑖,𝑗 = 𝑖𝑒1 + 𝑗𝑒2, (1)

где 𝑖 и 𝑗 - номера точек. В узлах решетки располагаются точечные частицы массы 𝑚.
Вектор смещения частицы 𝑖,𝑗 относительно ее равновесного положения в решетке обо­
значим (𝑢𝑖,𝑗,𝑣𝑖,𝑗). Тогда радиус-вектор частицы в момент времени 𝑡 будет равен 𝑟𝑖,𝑗(𝑡) =

𝜉𝑖,𝑗 + (𝑢𝑖,𝑗(𝑡),𝑣𝑖,𝑗(𝑡)). Каждая частица взаимодействует с 20 частицами, расположенными на
четырех координационных оболочках, пронумерованных индексом 𝑙, посредством 𝛽-ФПУЦ
потенциалов в соответствии с формулой

𝜙𝑙(𝑟) =
𝑘𝑙
2

(𝑟 − 𝜁𝑙)
2 +

𝛽𝑙

4
(𝑟 − 𝜁𝑙)

4, 𝑙 = 1,...,4, (2)

где 𝑟 - расстояние между частицами, радиусы координационных оболочек квадратной решет­
ки равны 𝜁1 = ℎ, 𝜁2 =

√
2ℎ, 𝜁3 = 2ℎ и 𝜁4 =

√
5ℎ; 𝑘𝑙 и 𝛽𝑙 - это коэффициенты при гармонической

и ангармонической частях потенциала соответственно. Принимаем ℎ = 1 и 𝑘1 = 1, выбирая
должным образом единицы измерения расстояния и энергии соответственно. Рассматрива­
ются различные значения 𝑘2,3,4, которые удовлетворяют условию

𝑘1 = 1 > 𝑘2 > 𝑘3 > 𝑘4 > 0. (3)

Это условие учитывает, что жесткость межатомных связей в кристаллах обычно положи­
тельна и уменьшается с расстоянием. Для коэффициентов ангармоничности берём 𝛽𝑙 = 10

для всех четырех типов связей, 𝑙 = 1,...,4.
Масса частицы равна 𝑚 = 1, что достигается должным выбором единицы времени.

Размер расчетной ячейки равен 𝐼 × 𝐽 . Используются периодические граничные условия,
𝑟𝑖,𝑗 = 𝑟𝑖+𝐼,𝑗 = 𝑟𝑖,𝑗+𝐽 . Гамильтониан системы (полная энергия вычислительной ячейки) рас­
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Таблица 1 — Три набора параметров модели, рассматриваемых в данной работе. В
последнем столбце указана точка первой зоны Бриллюэна в которой достигается
максимальная частота фононного спектра и соответствующие ДНКМ

№ 𝑘1 𝑘2 𝑘3 𝑘4 точка зоны Бриллюэна и ДНКМ
1 1,0 0,9 0,8 0,7 M, ДНКМ 6,9
2 1,0 0,9 0,8 0,0 X, ДНКМ 1,16
3 1,0 1,0 1,1 0,0 Z, ДНКМ 7

считывается по формуле

𝐻 =
𝐼∑︁

𝑖=1

𝐽∑︁
𝑗=1

𝑚

2
|�̇�𝑖,𝑗|2 +

+
1

2

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐽∑︁
𝑗=1

(︁ 4∑︁
𝑘=1

𝜙1(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|) +
8∑︁

𝑘=5

𝜙2(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|) +
12∑︁
𝑘=9

𝜙3(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|) +
20∑︁

𝑘=13

𝜙4(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|)
)︁
, (4)

где точка над переменной означает дифференцирование по времени, векторы 𝑅𝑖,𝑗,𝑘, соединя­
ют частицу 𝑖,𝑗 с ее соседями в четырех первых координационных оболочках.

Первое слагаемое в гамильтониане (4) дает кинетическую энергию частиц, а четыре
последующих слагаемых определяют потенциальные энергии связей между частицами в че­
тырех координационных оболочках.

Приведем уравнения движения, вытекающие из гамильтониана (4):

𝑚�̈�𝑖,𝑗 =
4∑︁

𝑘=1

𝐷1𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑥 +
8∑︁

𝑘=5

𝐷2𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑥 +
13∑︁
𝑘=9

𝐷3𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑥 +
20∑︁

𝑘=14

𝐷4𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑥,

𝑚𝑣𝑖,𝑗 =
4∑︁

𝑘=1

𝐷1𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑦 +
8∑︁

𝑘=5

𝐷2𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑦

13∑︁
𝑘=9

𝐷3𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑦 +
20∑︁

𝑘=14

𝐷4𝑅𝑖,𝑗,𝑘,𝑦, (5)

где 𝐷𝑙 определяется из уравнения

𝐷𝑙 =
𝜙′
𝑙(|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|)
|𝑅𝑖,𝑗,𝑘|

, 𝑙 = 1,...,4. (6)

Симплектический метод Штормера шестого порядка используется для численного ин­
тегрирования уравнений движения (5). Размер вычислительной ячейки равен 𝐼 = 𝐽 = 12 при
анализе ДНКМ, 𝐼 = 𝐽 = 120 при изучении ДБ, 𝐼 = 𝐽 = 500 при изучении супратрансмиссии.

Далее квадратная решетка будет рассматриваться для коэффициентов линейной жест­
кости, соответствующих одному из трех наборов, перечисленных в таблице 1. По большей
части будем работать с набором параметров 1 из таблицы 1, поскольку он удовлетворяет
условию (3), обеспечивающему убывание жесткости связей с расстоянием.

Во второй главе главе представлены аналитические результаты. Выписаны линеари­
зованные уравнения движения, предполагая, что 𝑢𝑖𝑗 ≪ ℎ и 𝑣𝑖𝑗 ≪ ℎ. Их решение разыскива­
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Рисунок 3 — (а) Первая зона Бриллюэна квадратной решетки. Высокосимметричные точки
обозначены буквами Γ, X, M и Z. Точки X показывают волновые векторы ДНКМ 1 и 16;
точкам M соответствуют ДНКМ 6 и 9; точкам Z - ДНКМ 7. (б) ДНКМ 16 - это сумма
ДНКМ 1 и её поворота на 90∘. (в) ДНКМ 6 - это сумма ДНКМ 9 и её поворота на 90∘

ется в стандартном виде бегущих волн, 𝑢𝑖,𝑗 = 𝑈 exp[i(𝑞𝑖+𝑠𝑗−𝜔𝑡)], 𝑣𝑖,𝑗 = 𝑉 exp[i(𝑞𝑖+𝑠𝑗−𝜔𝑡)],
где 𝑈, 𝑉 - компоненты собственного вектора, i - мнимая единица, 𝑠 и 𝑞 - волновые числа, а 𝜔

- частота. Подстановка уравнений этих уравнений в линеаризованные уравнения движения
позволяет найти следующее дисперсионное соотношение квадратной решетки:

𝜔2
1,2 =

−𝐴− 𝐶 ±
√︀

(𝐴− 𝐶)2 + 4𝐵2

2𝑚
, 𝐴 = −𝛾 − 𝜂 − 𝜃 − 𝑎− 4𝑐− 4𝑑− 𝑒− 𝑓,

𝐵 = −𝜂 + 𝜃 − 2𝑐− 2𝑒 + 2𝑓 + 2𝑑, 𝐶 = −𝛿 − 𝜂 − 𝜃 − 𝑏− 4𝑒− 4𝑓 − 𝑐− 𝑑, (7)

где

𝛾 = 4𝑘1 sin2 𝑞

2
, 𝛿 = 4𝑘1 sin2 𝑠

2
, 𝜂 = 2𝑘2 sin2 𝑞 + 𝑠

2
, 𝜃 = 2𝑘2 sin2 𝑞 − 𝑠

2
,

𝑎 = 4𝑘3 sin2 𝑞, 𝑏 = 4𝑘3 sin2 𝑠, 𝑐 =
4

5
𝑘4 sin2 2𝑞 + 𝑠

2
, 𝑑 =

4

5
𝑘4 sin2 2𝑞 − 𝑠

2
,

𝑒 =
4

5
𝑘4 sin2 𝑞 + 2𝑠

2
, 𝑓 =

4

5
𝑘4 sin2 𝑞 − 2𝑠

2
. (8)

Проанализируем частоты фононов в точках X, Z и M первой зоны Бриллюэна, см.
рисунок 3(a). Цель анализа - найти условия, при которых максимальная частота фононов
достигается в одной из точек X, Z и M. Частоты фононов в точках X, (𝑞,𝑠) = (±𝜋,0) и (0,±𝜋)

рассчитываются по формуле

𝜔2
1,X =

4

𝑚
(𝑘1 + 𝑘2 +

2

5
𝑘4), 𝜔2

2,X =
4

𝑚
(𝑘2 +

8

5
𝑘4). (9)

В точках M, (𝑞,𝑠) = (±𝜋,± 𝜋) частоты рассчитываются по формуле

𝜔2
1,M = 𝜔2

2,M =
4

𝑚
(𝑘1 + 2𝑘4). (10)
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Рисунок 4 — Амплитудно-частотные характеристики для ДНКМ (a) 1 и 6, (б) 9 и 16.
Сплошными линиями показана аналитическая оценка с использованием кубического
приближения, см. уравнения (13), (14), (15) и (16), в то время как пунктирные линии

показывают численный (точный) результат. Горизонтальная линия показывает
максимальную частоту фононов. Для выбранных параметров 𝑘1 = 𝑘2 = 1, 𝑘3 = 4/5 и

𝑘4 = 5/8, частоты ДНКМ имеют одинаковую частоту 𝜔 = 3 в пределе малых амплитуд

В точках Z имеем (𝑞,𝑠) = (±𝜋, ± 𝜋/2) и (±𝜋/2, ± 𝜋), и частоты находятся из следующих
уравнений

𝜔2
1,Z =

4

𝑚
(
𝑘1
2

+
𝑘2
2

+ 𝑘3 +
1

5
𝑘4), 𝜔2

2,Z =
4

𝑚
(𝑘1 +

𝑘2
2

+
4

5
𝑘4). (11)

Несложно показать, что в точке Z максимальная частота может быть получена только для
весьма частного набора параметров жесткости и далее этот случай не рассматривается.

Максимальная частота фононов достигается в точке M, которая является волновым
вектором ДНКМ 6 и 9, при выполнении условия

𝑘4 >
5

8
𝑘2. (12)

В частности, условие (12) выполняется для набора параметров 1, см. таблицу 1. Если уравне­
ние (12) не выполняется, то максимальная частота фононов реализуется в точке X, которая
является волновым вектором ДНКМ 1 и 16.

Далее анализируются наиболее интересные однокомпонентные ДНКМ с волновыми век­
торами на границе первой зоны Бриллюэна (см. рисунок 3), а именно моды 1, 6, 9 и 16. Для
них, с учетом кубической нелинейности, получены приближенные аналитические зависимо­
сти частоты от амплитуды:

𝜔2
1 ≈ 4

𝑚
(𝑘1 + 𝑘2 +

2

5
𝑘4) +

3

4𝑚

(︁
16𝛽1 + 8𝛽2 +

32

25
𝛽4 −

6𝑘2
ℎ2

)︁
𝐴2. (13)

𝜔2
6 ≈ 4

𝑚
(𝑘1 + 2𝑘4) +

3

4𝑚

(︁
16𝛽1 +

544

25
𝛽4 +

8𝑘1
ℎ2

− 48𝑘4
25ℎ2

)︁
𝐴2. (14)
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Рисунок 5 — Зависимость полной энергии частиц решетки, нормированной на число
частиц, от времени для (a) 𝐴=0,02 и (б) 𝐴=0,09. Результаты для разных значений Ω

показаны кривыми разных цветов в соответствии с условными обозначениями. Напомним,
что согласно уравнению (18) случай Ω = 1 соответствует возбуждению с частотой на

верхнем краю фононного спектра. Результаты для случая 𝜑 = 0

𝜔2
9 ≈ 4

𝑚
(𝑘1 + 2𝑘4) +

3

4𝑚

(︁
8𝛽1 +

656

25
𝛽4 +

8𝑘4
25ℎ2

)︁
𝐴2. (15)

𝜔2
16 ≈

4

𝑚
(𝑘1 + 𝑘2 +

2

5
𝑘4) +

3

4𝑚

(︁
8𝛽1 + 16𝛽2 +

16

25
𝛽4 +

4𝑘2
ℎ2

)︁
𝐴2. (16)

О точности приведённых зависимостей частоты ДНКМ от амплитуды можно судить
глядя на рисунок 4, где аналитические результаты сравниваются с полученными из чис­
ленного интегрирования уравнений движения (5). Как видно из представленных данных,
кубическая аппроксимация даёт достаточно хороший результат для амплитуд до 𝐴 = 0,3.

В третьей главе анализируется квадратная решетка с учетом взаимодействий меж­
ду первыми и вторыми соседями, то есть эффект дальнодействия не учитывается, иными
словами, полагается 𝑘3 = 𝑘4 = 0 и 𝛽3 = 𝛽4 = 0. Это связано с тем, что передача энергии
квадратной решетке от пары частиц и от плотноупакованного ряда частиц, совершающих
вынужденные колебания, ранее не рассматривалась. Первые работы в этом направлении
естественно выполнить для простейшей модели квадратной решетки.

Согласно первому выражению в уравнении (9), для 𝑘1 = 1, 𝑘2 = 0,9 и 𝑚 = 1 максималь­
ная частота фононов рассматриваемой квадратной решетки равна

𝜔max = 2
√︀

(𝑘1 + 𝑘2)/𝑚 = 2,757. (17)

Две частицы в центре расчетной ячейки совершают вынужденное движение по закону

𝑢 𝐼
2
,𝐽
2

= 𝐴 sin(Ω𝜔max𝑡), 𝑣 𝐼
2
,𝐽
2

= 0,

𝑢 𝐼
2
+1,𝐽

2
= −𝐴 sin(Ω𝜔max𝑡 + 𝜑), 𝑣 𝐼

2
+1,𝐽

2
= 0, (18)



14

Рисунок 6 — Критическое значение Ω* как функция амплитуды возбуждения 𝐴 для
различных значений 𝜑, указанных в легенде

где 𝐴 и Ω𝜔max - амплитуда и частота колебаний, соответственно. Параметр 𝜑 управляет
относительным сдвигом фаз для двух колеблющихся частиц; при 𝜑 = 0 частицы колеблются
в противофазе.

Две движущиеся частицы рассматриваются как источник энергии, а полная энергия ре­
шетки 𝐻 вычисляется как функция времени для различных параметров 𝐴, Ω и 𝜑, входящих в
уравнение (18). Несколько примеров графиков зависимости 𝐻(𝑡)/𝑁 , где 𝑁 = 𝐼𝐽 - количество
частиц в расчетной ячейке, показаны на рисунке 5. На (a) амплитуда внешнего воздействия
равна 𝐴 = 0,02, а на (б) 𝐴 = 0,09; сдвиг фазы равен 𝜑 = 0 в обоих случаях. Различные кри­
вые показывают результаты для разных значений Ω. Значению Ω = 1 соответствует внешнее
воздействие на частоте равной верхнему краю фононного спектра.

Как видно из рисунка 5, существует критическое значение Ω = Ω*, выше которого
энергия перестает поступать в решетку и 𝐻(𝑡) достигает насыщения. При Ω ≤ Ω* энергия ре­
шетки увеличивается со временем. На панелях (а) и (б) критическими значениями являются
Ω* = 1,001 и Ω* = 1,017 соответственно. По мере того, как Ω уменьшается и приближается к
фононной зоне, скорость потока энергии к решетке от движущихся частиц увеличивается.

Критические значения Ω* для различных амплитуд возбуждения 𝐴 и различных сдви­
гов фаз 𝜑 представлены на рисунке 6. Супратрансмиссия происходит выше фононного диа­
пазона и ниже критических значений Ω*. Функция Ω*(𝐴) растет и не показывает четкой
зависимости от 𝜑, например, для 𝐴 = 0,07 и 0,08 критическое значение Ω* уменьшается с
увеличением 𝜑, но для 𝐴 = 0,10 и 0,11 критическое значение Ω* растёт с увеличением 𝜑.

Интересно проанализировать механизм передачи энергии решетке. Для этой цели рас­
пределение плотности энергии по решетке во время моделирования 𝑡 = 250 показано на
рисунке 7 для амплитуды возбуждения 𝐴 = 0,07, сдвига фазы 𝜑 = 0, и разных значений па­
раметра Ω, управляющего частотой внешнего воздействия, как указано на каждой панели.
Две возбуждаемые частицы показаны черным цветом, они расположены в центре рисунка.
Остальные частицы окрашены в соответствии с их суммарной энергией с градиентом от
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Рисунок 7 — Распределение энергии в вычислительной ячейке в момент времени 𝑡 = 250

для вынужденного движения пары частиц с амплитудой 𝐴 = 0,07, сдвигом фазы 𝜙 = 0 и
значением Ω, указанным на каждой панели (критическое значение Ω* = 0,012).

Интенсивность красного цвета увеличивается с увеличением энергии частиц. Можно видеть
ДБ, излучаемые парой движущихся частицами, которые показаны черным цветом

белого к красному. Белый цвет соответствует нулевой энергии, а красный - максимальной
энергии.

Панель (a) на рисунке 7 представляет результат для Ω близкого к Ω*, в то время как
на (б) и (в) рассматриваются меньшие значения Ω, но выше фононной полосы. Можно ви­
деть, что на рисунке (а) ДБ периодически испускаются источником энергии и продолжают
свое движение в разные стороны параллельно оси 𝑥. Поток энергии к решетке на рисунке (а)
симметричен относительно вертикальной линии, проходящей между двумя движущимися ча­
стицами. На (б) и особенно на (в), при меньших значениях Ω, испускание ДБ является менее
периодичным и менее симметричным. Можно сделать вывод, что при меньших значениях
Ω симметричное излучение энергии становится нестабильным, даже если две движущиеся
частицы движутся строго в противофазе, то есть симметрично. Для 𝜑 ̸= 0, как и ожидалось,
излучение энергии движущимися частицами асимметрично даже для Ω близкого к Ω*.

Далее изучается передача энергии квадратной решетке от ряда колеблющихся частиц.
В вычислительной ячейке, включающей 𝐼 × 𝐽 частиц, ряд частиц с 𝑖 = 0 совершает вынуж­
денное движение по синусоидальному закону в направлении оси 𝑥

𝑢0,𝑗(𝑡) = 𝐴 sin(Ω𝑡), 𝑣0,𝑗(𝑡) = 0, 𝑗 = 0,...,𝐽 − 1, (19)

где 𝐴 и Ω - это амплитуда и частота вынужденного движения. Все частицы с 𝑖 ̸= 0 при 𝑡 = 0

находятся в своих равновесных положениях и имеют нулевую начальную скорость, �̇�𝑖,𝑗(0) =

�̇�𝑖,𝑗(0) = 0, для 𝑖 ̸= 0. Изучены относительно небольшие значения амплитуды вынужденных
колебаний 𝐴. При этом будем в основном интересоваться частотами вынужденного движения
внутри фононного спектра, 0 < Ω ≤ 𝜔max.

Решается задача о передаче энергии решетке от ряда вынужденно колеблющихся ча­
стиц, и мощность этого источника, то есть энергия передаваемая решетке за единицу вре­
мени, определяется для различных значений 𝐴 и Ω. В пределе малых значений амплитуды
вынужденного движения, 𝐴 ≪ ℎ, задачу можно решить аналитически, рассмотрев её как
одномерную, считая, что 𝑢𝑖,𝑗 = 𝑢𝑖, 𝑣𝑖,𝑗 = 0. В таком предположении уравнение движения
относительно 𝑢𝑖(𝑡) имеет вид 𝑚�̈�𝑖 = (𝑘1 + 𝑘2)(𝑢𝑖−1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖+1). Фонон с амплитудой 𝐴 и
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частотой Ω имеет плотность энергии

𝑒 =
1

2
𝑚𝐴2Ω2, (20)

при этом зависимость Ω от волнового числа 𝑞 имеет вид

Ω2 =
4(𝑘1 + 𝑘2)

𝑚
sin2 𝑞

2
. (21)

Далее вычислим групповую скорость фононов

𝑣(𝑞) = ℎ
dΩ

d𝑞
=

ℎ

2

√︂
𝑘1 + 𝑘2

𝑚

sin 𝑞

sin 𝑞
2

. (22)

Исключив с помощью дисперсионного соотношения (21) волновое число 𝑞 из уравнения (22),
групповую скорость можно записать как функцию частоты Ω.

Фонон, распространяющийся от источника энергии с групповой скоростью 𝑣 в вы­
числительной ячейке с поперечным размером 𝐽 , за время 𝑡 передает решетке энергию
𝐸(𝐴,Ω) = 𝑡𝐽𝑒𝑣(Ω) = 𝑡𝐽𝑣(Ω)𝑚𝐴2Ω2/2. Мощность такого источника энергии будет

𝑊 (𝐴,Ω) =
𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝐽𝑒𝑣(Ω) =

𝐽

2
𝑚𝐴2Ω2𝑣(Ω). (23)

Анализ зависимости (23) показывает, что мощность источника отлична от нуля в диа­
пазоне частот возбуждения 0 < Ω < 𝜔max, а вне этого диапазона она равна нулю, посколь­
ку фонон не испускается при частотах внешнего воздействия вне фононного спектра. Этот
вывод справедлив для гармонического приближения, но с ростом амплитуды внешнего воз­
действия 𝐴 наблюдается отклонение мощности источника от формулы (23) за счет влияния
нелинейности взаимодействия между частицам.

Проведённые численные расчёты с учетом нелинейности показали, что, во-первых, мощ­
ность в диапазоне 0 < Ω < 𝜔max оказывается выше, чем предсказывает линейная теория и,
во вторых, положительная мощность источника наблюдается также в узком диапазоне ча­
стот выше фононного спектра, что и является эффектом супратрансмиссии [15]. Чем выше
амплитуда 𝐴, тем шире интервал частот выше фононной полосы, где 𝑊 > 0.

Как сказано выше, особый интерес представляет передача энергии на частотах внут­
ри фононного спектра. Покажем как энергия передается решетке в случае частот внешнего
воздействия 0,9𝜔max и 0,97𝜔max, см. рисунок 8(a) и (б), соответственно. И в том и в другом
случае частота лежит в пределах фононного спектра. В обоих случаях амплитуда внешнего
воздействия составляет 𝐴 = 0,05. Как видно из рисунка 8(a) и (б), несмотря на то, что часто­
та внешнего воздействия в обоих случаях находится в фононном спектре, распространение
энергии в системе происходит по-разному, причем, различия носят качественный характер.
На (a) источник энергии испускает бегущую волну, которая через какое-то время распада­
ется на волновые пакеты из-за модуляционной неустойчивости. На (б) энергия передается
решетке периодически испускаемыми локализованными возбуждениями. Расчет частоты ко­
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Рисунок 8 — Плотность энергии как функция номера ряда частиц 𝑖 в момент времени
𝑡 = 400. Атомный ряд, совершающий вынужденное движение, находится слева при 𝑖 = 0.

Амплитуда вынужденного движения равна 𝐴 = 0,05, а частота (a) Ω = 0,9𝜔max и (б)
Ω = 0,97𝜔max. Представлены результаты для одномерной модели (𝐽 = 1). Горизонтальные

красные линии показывают плотность энергии фонона: (a) 𝑒 = 0,0081 и (б) 𝑒 = 0,0094,
рассчитанные по (20). Предполагаемое из линейной теории положение фронта волны,

рассчитанное из (22), показано вертикальной голубой линией. На (а), излучаемая фононная
волна неустойчива, в результате чего она распадается на волновые пакеты с основной

частотой колебаний 0,9292𝜔max, то есть внутри фононного спектра. На (б) излучаются ДБ с
основной частотой колебаний 1,001𝜔max, то есть выше фононного спектра

лебаний частиц в пределах данных локализованных возбуждений показал, что на (б) они
представляют собой ДБ, поскольку их основная частота колебаний превышает частоту внеш­
него воздействия, Ω = 0,97𝜔max, и лежит выше фононного спектра, составляя 1,001𝜔max. На
(a) волновые пакеты имеют основную частоту колебаний 0,9292𝜔max, что также превышает
частоту внешнего воздействия Ω = 0,9𝜔max, но лежит в пределах фононного спектра.

Плотность энергии, испускаемой источником, можно оценить в гармоническом прибли­
жении с помощью уравнения (20); она показана горизонтальными красными линиями на
рисунке 8. Скорость распространения волны, согласно линейной теории, оценивается по урав­
нению (22). Вертикальные голубые линии показывают фронт волны по этой оценке. Видно,
что локализованные возбуждения на (a) и (б) движутся быстрее, чем предсказывает линей­
ная теория, обгоняя вертикальную голубую линию. Тот факт, что частота волновых пакетов
на (а) и ДБ на (б) выше частоты внешнего воздействия имеет простое объяснение. Потен­
циал 𝛽-ФПУЦ, используемый в модели, имеет жесткий тип нелинейности и рост амплитуды
локализованных волн по сравнению с фононной волной приводит к росту частоты колебаний.

Таким образом, установлено, что формирование ДБ источником энергии возможно и в
случае, когда частота внешнего воздействия находится внутри, но недалеко от края фононно­
го спектра. Этот факт дополняет представления о супратрансмиссии, которая предполагает
испускание ДБ при воздействии на решетку на частотах вне фононного спектра.

Численно исследовался и двумерный случай, когда размер вычислительной ячейки
составлял 𝐼 = 200 и 𝐽 = 160. Параметры внешнего воздействия были выбраны равными
𝐴 = 0,05, Ω = 0,9𝜔max и Ω = 0,97𝜔max, как в одномерной модели, см. рисунок 8.
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Результаты для двумерного случая при относительно малых временах моделирования
практически совпадали с тем, что наблюдалось в одномерном случае, а именно, для частоты
внешнего воздействия Ω = 0,9𝜔max, испускался фонон, который затем распадался на волно­
вые пакеты, а для Ω = 0,97𝜔max наблюдалось испускание линейных ДБ. С течением времени,
линейные ДБ распадались на обычные ДБ, локализованные в обоих пространственных из­
мерениях, распространяющиеся вдоль направлений 𝑦 = ±𝑥.

В четвертой главе показана возможность получения новых стационарных и движу­
щихся ДБ в квадратной решете. О ДБ, основанных на ДНКМ 1 и 16, сообщалось в работе [17],
в которой рассматривалась квадратная решетка с ближайшими и вторыми соседями. В гла­
ве 2 было показано, что ДНКМ 6 и 9 могут иметь частоты выше фононного спектра только
тогда, когда 𝑘4 > 0, точнее, когда выполняется условие (12). В соответствии с этим условием
новые стационарные и движущиеся ДБ найдены в данной работе путем применения функций
локализации к ДНКМ 6 и 9.

Применим известный и весьма продуктивный подход к нахождению ДБ, разработан­
ный для решеток высокой размерности [7]. Основная идея очень проста. Поскольку частота
ДБ должна быть выше фононного спектра, можно изучить все ДНКМ рассматриваемой
решетки, а их число конечно, так как конечно число преобразований симметрии, которые
используются для нахождения ДНКМ, и выделить те из них, которые имеют частоту вы­
ше фононного спектра. Можно далее пытаться получить долгоживущий ДБ, накладывая
на ДНКМ функцию локализации, экспоненциально убывающую с расстоянием от центра
ДБ. Разумеется, что при таком подходе не ставится задача нахождения точных бризерных
решений, а осуществляется поиск долгоживущих квазибризеров [18].

Функции локализации имеют три основных параметра: амплитуду 𝐴, параметры, опи­
сывающие центр локализации дискретного бризера относительно точек решетки, и степень
пространственной локализации. Амплитуда принимается равной порядка 𝐴 ∼ 0,1, поскольку
этого достаточно для проявления эффектов ангармонизма при принятом выборе параметров
𝛽𝑙 = 10, 𝑙 = 1,...,4 в 𝛽-ФПУЦ потенциале (2). Центр функции локализации выбирается на
высокосимметричных линиях или точках квадратной решетки. Степень локализации выбира­
ется путем минимизации энергии, излучаемой ДБ во время его стабилизации. Выброс части
энергии от ДБ в решетку происходит из-за неточных начальных условий, и чем меньше
выброс, тем лучше начальные условия.

Для примера рассмотрим получение одномерных ДБ, локализованных вдоль прямой

𝑝1𝑥 + 𝑝2𝑦 + 𝑝3 = 0. (24)

Известно, что ДБ экспоненциально локализован в пространстве, то есть амплитуды колеба­
ний частиц убывают экспоненциально быстро с удалением от этой прямой. Для этого функ­
цию локализации можно взять в виде

𝑎𝑖𝑗 =
𝐴

cosh(𝜅𝑑𝑖𝑗)
, 𝑑𝑖𝑗 =

|𝑝1𝑥𝑖𝑗 + 𝑝2𝑦𝑖𝑗 + 𝑝3|√︀
𝑝21 + 𝑝22

, (25)
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Рисунок 9 — Линейные ДБ, основанные на ДНКМ 6. Линии локализации показаны
красным цветом. Параметрами линии локализации (24) и функции локализации (25)

являются (a) 𝑝1 = 1, 𝑝2 = 0, 𝑝3 = 0, 𝐴 = 0,15 и 𝜅 = 0,94; (б) 𝑝1 = 1, 𝑝2 = 0, 𝑝3 = ℎ/2, 𝐴 = 0,15

и 𝜅 = 0,89. Смещения частиц для наглядности умножены на коэффициент 2

Рисунок 10 — Движущийся одномерный ДБ основанный на ДНКМ 6. Показаны амплитуды
колебаний частиц ряда 𝑗 = 0 в зависимости от времени. Частицы пронумерованы индексом
𝑖, как указано для каждой кривой. Параметры линейной жесткости соответствуют набору
праметров 1 из таблицы 1. Параметрами функции локализации (26) являются: 𝐴 = 0,05,

𝜔DB = 3,05, 𝜅 = 0,35, и сдвиг фазы 𝜌 = 0,15. Параметры уравнения прямой
локализации (24) следующие: 𝑝1 = 1, 𝑝2 = 0, 𝑝3 = ℎ/2 (центр локализации располагается

посередине между двумя вертикальными рядами частиц)

здесь через 𝑎𝑖𝑗 обозначена длина вектора начального смещения частицы с решеточным поло­
жением 𝜉𝑖,𝑗, 𝐴 - амплитуда ДНКМ, параметр 𝜅 определяет степень пространственной лока­
лизации ДБ, а 𝑑𝑖𝑗 - это расстояние от узла решетки 𝑖,𝑗 до прямой (24). Все частицы в момент
времени 𝑡 = 0 имеют нулевую начальную скорость.

Два линейных ДБ, основанных на ДНКМ 6, показаны в качестве примера на рисун­
ке 9. Здесь частицы колеблются перпендикулярно линии локализации (показана красным).
На панелях (а) и (б) показаны ДБ Сивера-Такено и Пейджа, соответственно. Аналогичные
одномерные ДБ были получены на основе ДНКМ 6 и для случая, когда частицы колеблются
вдоль линии локализации. Одномерные ДБ Сиверса-Такено и Пэйджа также были получены
для ДНКМ 9, только для них линиями локализации выступают 𝑦 = ±𝑥, а не 𝑦 = const и
𝑥 = const, как для ДБ основанных на ДНКМ 6. Кроме того, на основе ДНКМ 9 был по­
лучен обычный ДБ, локализованный в обоих пространственных направлениях около точки
пересечения двух ортогональных прямых.

Одномерные движущиеся ДБ были получены с использованием следующей функции
локализации

𝑎𝑖𝑗(𝑡) =
±𝐴 cos(𝜔DB𝑡 + 𝜌𝑑𝑖𝑗)

cosh(𝜅𝑑𝑖𝑗)
. (26)
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Здесь 𝐴 - амплитуда ДНКМ, знак плюс или минус выбирается в соответствии с паттерном
смещений ДНКМ; 𝜔DB - это частота ДБ, которая определяется численно для стационарного
ДБ; сдвиг фазы 𝜌 вводится для приведения ДБ в движение; 𝜅 - степень пространственной
локализации, которая также оценивается для стационарного ДБ; 𝑑𝑖𝑗 - это расстояние от точ­
ки решетки 𝑖,𝑗 до линии локализации ДБ. Отметим, что 𝜌 = 0 соответствует стационарному
ДБ, поскольку именно набег фазы колебаний частиц приводит к движению ДБ. Пример дви­
жущегося ДБ на основе ДНКМ 6 приведён на рисунке 10, он получен используя анзац (26).

Основные результаты работы заключаются в следующем:
1. Аналитически получено дисперсионное соотношение, а также амплитудно-частотные

характеристики 16-и возможных ДНКМ квадратной решетки с дальнодействующим
потенциалом 𝛽-ФПУЦ; доказано, что 5 из 16-и ДНКМ могут иметь частоту выше
фононного спектра, а именно ДНКМ 1, 6, 7, 9 и 16. Данные ДНКМ могут использо­
ваться для поиска ДБ.

2. Путем наложения локализующих функций на ДНКМ в квадратной решетке с даль­
нодействующим потенциалом получены новые стационарные ДБ на основе ДНКМ 6
и 9. Такие ДБ не могут существовать в решетке без учета дальнодействующих сил,
что открывает возможность поиска новых типов ДБ в кристаллах с дальнодейству­
ющими взаимодействиями, например, с металлической и ионной связью. Показано,
что при смещении центра локализующей функции из высоко-симметричного поло­
жения решетки, на основе ДНКМ 16 может быть получен движущийся ДБ.

3. Исследован эффект супратрансмиссии от пары колеблющихся атомов, при этом най­
дены критические частоты в зависимости от амплитуды вынужденных колебаний,
при превышении которых энергия перестает поступать в решетку. Если частота вы­
нужденных колебаний близка к критической, то ДБ испускаются почти периодиче­
ски и симметрично, а при приближении частоты воздействия к границе фононного
спектра испускание ДБ становится асимметричным, что связано с возбуждением ДБ
различной симметрии.

4. При изучении супратрансмиссии от ряда колеблющихся атомов ранее было установ­
лено, что ДБ могут испускаться при внешнем воздействии на частоте внутри фонон­
ного спектра близко к его верхней границе. Показано, что данный вывод сохраняется
и при учете дальнодействующих взаимодействий.

Исходя из представленных выводов по задачам, поставленным в рамках данного ис­
следования, можно заключить, что в условиях нелинейности рассматриваемых решеток при
учете дальнодействующего потенциала 𝛽–ФПУЦ возможны новые типы ДБ, которые не реа­
лизуются в решетке со взаимодействием только между первыми и вторыми соседями. Даль­
нодействующие взаимодействия реализуются, например, в кристаллах с металлической и
ионной связью. Данная работа так же вносит вклад в развитие знаний о транспорте энергии в
квадратной решетке. Доказано, что при наложении функций локализации на делокализован­
ные нелинейные колебательные моды и при помощи механизма супратрансмисии возможно
численное возбуждение движущихся дискретных бризеров, способных к переносу энергии.
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Перспективой дальнейшего развития существующей работы является использование разрабо­
танных методов численного возбуждения стационарных и движущихся дискретных бризеров
в трехмерных решетках.
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